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 : 1سوال 

 آیدمی بدست( رقابتی تعادل) رقابتی شرایطدر  بازارها رسیدن تعادل به از که یهایتخصیص : مجموعۀی اول رفاهقضیه

 است.  پارتو بهینه تخصیص یک

کند. چرا که انگیزه می دور بهینه وضعیت از را هاپاسخ که اصطکاکی است ماننده ،روی عایدی سرمایه خیر، وضع مالیات

 دهد. گذاری را کاهش میافراد برای سرمایه

ی پارتو با وجود وضع مالیات: به جای اخذ مالیات به صورت نسبتی از عایدی سرمایه، پیشنهاد برای دستیابی به بهینه

 ( اخذ گردد. Lump-sumصورت یکجا )به

 : 2سوال 

Law of motion for capital: 𝐾𝑡+1 = 𝑠𝐹(𝐾𝑡 , 𝐿𝑡) + (1 − 𝛿)𝐾𝑡 

Per capita: 
    ÷ 𝐿𝑡      
→      

𝐾𝑡+1

𝐿𝑡
=
𝑠𝐹(𝐾𝑡,𝐿𝑡)

𝐿𝑡
+
(1−𝛿)𝐾𝑡

𝐿𝑡
→
𝐾𝑡+1

𝐿𝑡+1

𝐿𝑡+1

𝐿𝑡
  = 𝑠𝐹(𝑘𝑡 , 1) +

(1 − 𝛿)𝑘𝑡 → 𝑘𝑡+1(1 + 𝑛) = 𝑠𝐹(𝑘𝑡) + (1 − 𝛿)𝑘𝑡 

→ Δ𝑘𝑡 = 𝑠𝐹(𝑘𝑡) − (𝑛 + 𝛿)𝑘𝑡  

𝑘𝑡+1) است صفر برابر زمان گذشت با سرانه ۀسرمای بلندمدت، تغییرات تعادل در = 𝑘𝑡 = 𝑘
Δ𝑘𝑡لذا  (∗ = 0 : 

𝑠𝐹(𝑘∗) − (𝑛 + 𝛿)𝑘∗ = 0 → 𝑠𝐹(𝑘∗) = (𝑛 + 𝛿)𝑘∗ 

𝑛) و خط 𝑠𝐹(𝑘𝑡) بنابراین مقدار سرمایۀ سرانه در وضعیت مانا )بلند مدت( از تلاقی منحنی + 𝛿)𝑘𝑡 ای در صغحه

خواهد  مقادیر بیشتری 𝑠𝐹(𝑘𝑡) بزرگتر باشد محنی (𝑠) اندازلذا هرچه نرخ پس. آیدبه دست می 𝑘𝑡 که محور افقی آن

𝑛) داشت و محل برخوردش با خط + 𝛿)𝑘𝑡 ای دورتر از مبدا خواهد بود ودر نقطه 𝑘∗  .برای آن بزرگتر خواهد بود 

 : 3سوال 

( 𝐾𝑡( و سرمایه )𝑙𝑡میزان نیروی کار ) (،𝐶𝑡برای مصرف خانوار ) ی تعادلیهاای از تخصیصتعادل رقابتی مجموعه: 1-3

ی بازار کالای مصرفی، بازار و با تسویه کنندکه خانوارها مطلوبیت و بنگاه اقتصادی سود خود را بیشینه میطوریاست؛ به

𝑟𝑡}کار و بازار سرمایه، بردارهای قیمتی  , 𝑤𝑡 , 𝑝𝑡} آید. به دست می 

 

2-3 : 
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HH’s Problem: 

max
𝐶𝑡,   𝑙𝑡,   𝐾𝑡+1

  ∑𝛽𝑡𝑈(𝐶𝑡, 𝑙𝑡)

∞

𝑡=1

 

𝑠. 𝑡.  𝐶𝑡 + 𝐾𝑡+1 = 𝑤𝑡𝑙𝑡 + (1 + 𝑟𝑡)𝐾𝑡 

Lagrangian: 

∑𝛽𝑡𝑈(𝐶𝑡 , 𝑙𝑡)

∞

𝑡=1

+ 𝜆𝑡(𝑤𝑡𝑙𝑡 + (1 + 𝑟𝑡)𝐾𝑡 − 𝐶𝑡 − 𝐾𝑡+1) 

FOCs: 

[𝐶𝑡]: 𝛽
𝑡𝑈′𝐶𝑡 − 𝜆𝑡 = 0   ❶   

[𝑙𝑡]: 𝛽
𝑡𝑈′𝑙𝑡 +𝑤𝑡𝜆𝑡 = 0   ❷   

[𝐾𝑡+1] : − 𝜆𝑡 + (1 + 𝑟𝑡+1)𝜆𝑡+1 = 0  ❸ 

:آیدای به دست میدورهاویلر درونمعادلۀ  ❶بر  ❷ز تقسیم ا  

𝑈′𝑙𝑡
𝑈′𝐶𝑡

= −𝑤𝑡 ❹ 

 یک میزان کاهش مطلوبیت خانوار از که است اینقطه برای خانوار مصرف و کارکردن ۀبهین میزان گویدمی معادله این

ازای دستمزدی که ازین یک واحد بیشتر کار کردن به دست دقیقا با میزان افزایش مطلوبیت او که به ،واحد بیشترکارکردن

 کند برابر باشد. آورد و آن را مصرف میمی

 :کنیمعمل میمطابق روش زیر ای دورهآوردن معادلۀ اویلر بیندستبرای به

𝛽𝑡𝑈′𝐶𝑡 − 𝜆𝑡 = 0   ❶ 
      یک دوره به جلو     
→            𝛽𝑡+1𝑈′𝐶𝑡+1 − 𝜆𝑡+1 = 0  

𝜆کنیم:را به هم تقسیم می های بالابریم و دوطرف تساویها را به سمت راست تساوی می 

 
𝜆𝑡+1
𝜆𝑡

= 𝛽
𝑈′𝐶𝑡+1
𝑈′𝐶𝑡

  

 

 داریم:  ❸طبق 
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−𝜆𝑡 + (1 + 𝑟𝑡+1)𝜆𝑡+1 = 0 →  
𝜆𝑡+1
𝜆𝑡

=
1

1 + 𝑟𝑡+1
 

 : باید برابر باشدها هم سمت چپ دو تساوی اخیر با هم برابر است، لذا سمت راست آن

𝑈′𝐶𝑡 = 𝛽(1 + 𝑟𝑡+1)𝑈
′
𝐶𝑡+1❺ 

 نهایی مطلوبیت که میفتد اتفاق اینقطه درخانوار  بهینه هایمصرفدهد ای نام دارد و نشان میدورهاین معادله، اویلر بین

 شدیم گذاریسرمایه ،واحد یک این اگر شود حاصل توانستمی که مطلوبیتی با باشد برابر ،𝑡 دوره در مصرف واحد آخرین

𝑡بعدی ) دوره در و + 1) آن سود با (1 + 𝑟𝑡+1 )نرخ رجحان زمانی  با بعدی، ۀدور مطلوبیتکه طوریبه ؛شدمی مصرف

(𝛽) است همراه. 

3-3 : 

Firm’s Problem: 

max
𝐾𝑡,   𝑙𝑡

  𝐹(𝐾𝑡 , 𝑙𝑡) − 𝑤𝑡𝑙𝑡 − 𝑟𝑡𝐾𝑡 

𝑠. 𝑡.  𝐹(𝐾𝑡 , 𝑙𝑡) =  𝑙𝑡
𝛼𝐾𝑡

1−𝛼 

 

FOCs: 

[𝑙𝑡]:𝑀𝑃𝐿 = 𝑤𝑡 → 𝑤𝑡 = (1 − 𝛼)𝑙𝑡
−𝛼𝐾𝑡

𝛼 = (1 − 𝛼)
𝐹(𝐾𝑡, 𝑙𝑡)

𝑙𝑡
   ❻   

[𝐾𝑡]:𝑀𝑃𝐾 = 𝑟𝑡 → 𝑟𝑡 = 𝛼𝑙𝑡
1−𝛼𝐾𝑡

𝛼−1 = 𝛼
𝐹(𝐾𝑡, 𝑙𝑡)

𝐾𝑡
    ❼   

خ ری ندازهبه ان ،کند که استخدام یک واحد بیشتر نیروی کارتا آنجایی نیروی کار استخدام می تولیدی بنگاه ❻براساس 

 دستمزد به مقدار تولید بیفزاید. 

ی به اندازه ایه،سرمیک واحد بیشتر  کارگیریبهکه  گیردی فیزیکی به کار میسرمایهتا آنجایی  تولیدی بنگاه ❼براساس 

 به مقدار تولید بیفزاید.  بهره،خ رن

 

 

 :سه بازار کالای مصرفی، نیروی کار و سرمایه باید تسویه شوند: 0-3
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  𝐶𝑡 + 𝐾𝑡+1 =  𝐹(𝐾𝑡 , 𝑙𝑡) + (1 − 𝛿)𝐾𝑡  ❽ کالای مصرفی: 

 𝑙𝑡
𝑠 = 𝑙𝑡

𝑑نیروی کار: 

 𝐾𝑡
𝑠 = 𝐾𝑡

𝑑 سرمایه: 

𝐶شود رابطۀ اتحاد ملی )طور که مشاهده میهمان + 𝑖 = 𝑌 .در معادلۀ تسویۀ بازار کالای مصرفی برقرار است ) 

 شوند:در حالت پایدار، متغیرها در سطح، مانا می :5-3

𝐾𝑡+1 = 𝐾𝑡 = 𝐾̅, 𝑙𝑡 = 𝑙,̅ 𝑤𝑡 = 𝑤̅, 𝑟𝑡 = 𝑟̅, 𝐶𝑡 = 𝐶̅ 

𝐶̅ ،𝐾 ،𝑙 ̅ ،𝑟̅  و𝑤̅  دهند. که مجهولات را به دست می پنج معادلۀ مستقل ❽ و ❼، ❻، ❺، ❹پنج مجهول و 

برای آنکه بتوانیم مجهولات را به طور صریح بر حسب پارامترهای مسئله به دست آوریم باید یک فرم تابعی مانند تابع زیر 

  درنظربگیریم: مطلوبیتبرای 

𝑈(𝐶𝑡 , 𝑙𝑡) = ln(𝐶𝑡) + ln(1 − 𝑙𝑡) 

 آوریم:را به دست می 𝑟̅مقدار  ❺ابتدائاً از 

𝑈𝐶̅
′  = 𝛽(1 + 𝑟̅)𝑈𝐶̅

′   →  𝑟̅ =
1

𝛽
− 1  

 داریم: ❼از همچنین 

𝑟̅ = 𝛼𝑙1̅−𝛼𝐾̅𝛼−1 →
𝐾̅

𝑙 ̅
= (

𝛼

1
𝛽
− 1
)

1
1−𝛼

 

و با جاگذاری تساوی فوق در آن داریم: ❻با استفاده از   

𝑤̅ = (1 − 𝛼)(
𝐾̅

𝑙 ̅
)

𝛼

→ 𝑤̅ = (1 − 𝛼)(
𝛼

1
𝛽
− 1
)

𝛼
1−𝛼

 

 

 تسویۀ بازار کالای مصرفی داریم: معادلۀ با استفاده در ادامه و 
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𝐶̅ + 𝐾̅ = 𝐹̅(𝐾𝑡, 𝑙𝑡) + (1 − 𝛿)𝐾̅ → 𝐶̅ + 𝛿𝐾̅ = 𝐹̅(𝐾̅, 𝑙 ̅) 

ی ادورهاز اویلر درونکنیم. گذاری میهای مختلف به دست آورده و جایهر یک از سه عبارت حاضر در تساوی بالا را از معادله

 داریم:

𝐶̅

1 − 𝑙 ̅
= 𝑤̅ → 𝐶̅ = 𝑤̅(1 − 𝑙)̅    

 داریم: ❻همچنین از 

𝐹̅(𝐾̅, 𝑙 ̅) =
𝑤̅𝑙 ̅

(1 − 𝛼)
  

 با استفاده از دو تساوی اخیر و همچنین نسبت
𝐾̅

𝑙 ̅
ی تسویه معادلۀ در هاآن جاگذاری که در سطور بالا به دست آوردیم، و، 

 بازار کالای مصرفی داریم:

𝑤̅(1 − 𝑙 ̅)  + 𝛿 (
𝛼

1
𝛽
− 1
)

1
1−𝛼

𝑙 ̅ =  
𝑤̅𝑙 ̅

(1 − 𝛼)
→ 

(

 
 
𝑤̅ + 

𝑤̅

(1 − 𝛼)
−  𝛿 (

𝛼

1
𝛽
− 1
)

1
1−𝛼

)

 
 
𝑙 ̅ = 𝑤̅ → 

𝑙 ̅ =
𝑤̅

(

 
 
𝑤̅ + 

𝑤̅
(1 − 𝛼)

−  𝛿 (
𝛼

1
𝛽
− 1
)

1
1−𝛼

)
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 =

(1 − 𝛼)(
𝛼

1
𝛽
− 1
)

𝛼
1−𝛼

(

  
 
(1 − 𝛼)(

𝛼
1
𝛽
− 1
)

𝛼
1−𝛼

+ (
𝛼

1
𝛽
− 1
)

𝛼
1−𝛼

−  𝛿 (
𝛼

1
𝛽
− 1
)

1
1−𝛼

)

  
 

⇒ 

 𝑙 ̅ =
1 − 𝛼

2 − 𝛼 −
𝛿𝛼
1
𝛽
− 1

 

  داریم: 𝐶̅و  𝐾̅ در ادامه، برای محاسبۀ

𝐾̅

𝑙 ̅
= (

𝛼

1
𝛽
− 1
)

1
1−𝛼

→ 𝐾̅ = (
𝛼

1
𝛽
− 1
)

1
1−𝛼

(

  
 1 − 𝛼

2 − 𝛼 −
𝛿𝛼
1
𝛽
− 1
)

  
 

 

𝐶̅ = 𝑤̅(1 − 𝑙)̅  → 𝐶̅ = (1 − 𝛼)(
𝛼

1
𝛽
− 1
)

𝛼
1−𝛼

(

  
 
1 −

1 − 𝛼

2 − 𝛼 −
𝛿𝛼
1
𝛽
− 1
)

  
 

 

 گیرد: از عایدی سرمایه مالیات می 𝜏ا نرخ دولت بکنیم فرض می: 6-3

HH’s Problem: 

max
𝐶𝑡,   𝑙𝑡,   𝐾𝑡+1

  ∑𝛽𝑡𝑈(𝐶𝑡, 𝑙𝑡)

∞

𝑡=1

 

𝑠. 𝑡.  𝐶𝑡 + 𝐾𝑡+1 = 𝑤𝑡𝑙𝑡 + (1 + 𝑟𝑡)(1 − 𝜏)𝐾𝑡 
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Lagrangian:  

∑𝛽𝑡𝑈(𝐶𝑡 , 𝑙𝑡)

∞

𝑡=1

+ 𝜆𝑡(𝑤𝑡𝑙𝑡 + (1 + 𝑟𝑡)(1 − 𝜏)𝐾𝑡 − 𝐶𝑡 − 𝐾𝑡+1) 

FOCs: 

[𝐶𝑡]: 𝛽
𝑡𝑈′𝐶𝑡 − 𝜆𝑡 = 0   ❶   

[𝑙𝑡]: 𝛽
𝑡𝑈′𝑙𝑡 +𝑤𝑡𝜆𝑡 = 0   ❷   

[𝐾𝑡+1]: −𝜆𝑡 + (1 + 𝑟𝑡+1)(1 − 𝜏)𝜆𝑡+1 = 0  ❾ 

، ❷ و ❶ی اول چرا که شروط مرتبهکند. تفاوتی نمیگردد ی که مالیات اخذ نمیای با شرایطدورهی اویلر درونمعادله

متفاوت  ❸ با ❾. اما باتوجه به اینکه ، برای هر دو مسئله یکسان استدهندرا به دست میای دورهکه معادلۀ اویلر درون

 :مطابق تساوی زیر استای دورهی اویلر بینمعادله ،است

 𝑈′𝐶𝑡 = 𝛽(1 + 𝑟𝑡+1)(1 − 𝜏)𝑈
′
𝐶𝑡+1❿ 

 کنند. بازار نیز تغییر نمی ۀروابط تسوی

  داریم: ❿مطابق با گردد حالتی که مالیات اخذ می مدت برای روابط بلند :7-3

𝑈′𝐶̅ = 𝛽(1 + 𝑟̅)(1 − 𝜏)𝑈
′
𝐶̅ → 𝑟̅ =

1

𝛽(1 − 𝜏)
− 1 

  :❼ با قو مطاب همانند قسمت قبل یابد.یعنی نرخ بهرۀ تعادلی افزایش می

𝑟̅ = 𝛼𝑙1̅−𝛼𝐾̅𝛼−1 →
𝐾̅

𝑙 ̅
= (

𝛼

1
𝛽(1 − 𝜏)

− 1
)

1
1−𝛼

 

1)با توجه به عبارت  − 𝜏) ،که در مخرجِ مخرج، ظاهر شده است، 
𝐾

𝑙̅
 یابد. کاهش می ،نسبت به حالت قبل  

برای 
𝐶̅

𝑙 ̅
 داریم:  جاگذاری کرده و کالای مصرفی معادلۀ تسویۀ بازار از 𝐶̅جای به 

𝐶̅

𝑙 ̅
=
𝐹̅(𝐾̅, 𝑙 ̅) − 𝛿𝐾̅

𝑙 ̅
=
𝑙𝛼̅  𝐾̅1−𝛼 

𝑙 ̅
−
𝛿𝐾̅

𝑙 ̅
= (

𝐾̅

𝑙 ̅
)

1−𝛼

−
𝛿𝐾̅

𝑙 ̅
=
𝐾̅

𝑙 ̅
((
𝐾̅

𝑙 ̅
)

−𝛼

− 𝛿)  
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بنابراین باتوجه به اینکه 
𝐾

𝑙 ̅
)و  کاهش  

𝐾

𝑙 ̅
)
−𝛼

یابد، اثر وضع مالیات روی می افزایش 
𝐶̅

𝑙 ̅
 . مشخص نیست 


